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基于Python程序的钢筋混凝土截面承载力计算方法

黄庭森
（中铁第五勘察设计院集团有限公司，北京市 102600）

摘 要： 钢筋混凝土构件在多向受力状态下，难以确定其应变中和轴位置。为此，基于平截面计算假定，使用

Python 自适应稀疏三角形网格划分技术，并结合格林公式进行公式推导，求解了某应变中和轴下的截面内力，

解决了任意截面网格划分及内力求解难题；同时针对容许应力法（材料线性本构）、极限状态法（材料非线性本

构）分别建立求解目标函数，并以 Python 数值优化库（scipy.optimize）求解，解决了钢筋混凝土构件任意截面的承

载力求解难题，且所编制的 Python 计算程序已通过大量算例验证和工程实例应用，目前已应用于多座铁路桥梁

和公路桥梁工程设计中。
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Calculation Method for Bearing Capacity of Reinforced Concrete Section 
Based on Python Program

HUANG Tingsen
(China Railway Fifth Survey and Design Institute Group Co., Ltd., Beijing 102600, China)

Abstract: It is hard to determine the position of the strain neutral axis of reinforced concrete member under multi-axial 

loading.  Therefore, based on the assumption of flat section calculation, the Python adaptive sparse triangular meshing 

technology is used.  And the internal forces of the cross-section under a certain strain neutral axis are solved by 

combining Green formula for formula derivation, and the problems of mesh division at any cross-section and internal 

force solution are solved.  At the same time, the solution objective functions are established respectively for the 

allowable stress method (linear constitutive of materials) and the limit state method (nonlinear constitutive of materials).  

The problem of solving the bearing capacity of any section of reinforced concrete components are solved by the Python 

numerical optimization library (scipy. optimize).  Moreover, the Python computing program compiled has been verified 

through a large number of calculation examples and applied in engineering cases, and has been applied to the 

engineering design of many railway bridges and highway bridges at present.

Keywords: allowable stress method; limit state method; arbitrary cross section; reinforced concrete; calculation of 

bearing capacity; Python

0　引 言

桥梁工程中塔、墩、台等结构通常采用钢筋混凝

土构件，其受力模式主要为受弯、偏心受压。针对钢

筋混凝土构件的截面承载力问题，现行《铁路桥涵混

凝土结构设计规范》（（TB 10092—2017）和《公路钢

筋混凝土及预应力桥涵设计规范》（JTG 3362—
2018）仅给出了矩形、工字形、圆形截面的单向受弯

和偏压的截面承载力公式。但实际情况下，桥墩、桥

塔构件通常表现为双向受弯、双向偏压受力模式，并

且非对称截面在桥塔中的应用也较为常见。

求解此类构件截面承载力的关键在于确定平衡

状态下的截面应变中和轴位置。双向受力构件的截

面应变中和轴位置并不明确，其与截面形状、钢筋布

置、荷载形式等因素均有关系，因此确定过程相当复

杂。针对此问题，国内学者余琪等［1⁃3］基于容许应力

法，采用迭代计算来求解混凝土和钢筋应力；李波

等［4⁃6］基于极限状态法，采用二分法迭代计算来求解

中和轴位置，但其仅适用于双折线理想弹塑性混凝

土本构关系；阴文蔚［7］对截面密分网格，采用 Python
求解库来优化求解组合截面承载力，但因网格数量

过多而降低了求解效率。
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本文基于 Python 网格划分和非线性方程组求解

技术，针对容许应力法、极限状态法建立不同的非线

性平衡方程组，并以此求解截面应变中和轴位置，从

而解决了 2 种求解方法下任意钢筋混凝土截面双向

受力的承载力计算问题。

1　计算方法

1.1　基本假定

本文截面承载力计算基于以下假定：

（1）计算截面满足平截面假定，即截面上任一点

处的应变都与其到中性轴的距离成正比。

（2）不考虑受拉混凝土参与工作。

1.2　材料本构

基于容许应力法、极限状态法的混凝土和钢筋

本构关系见图 1 至图 4。图中各参数含义如下：

fc、fy 分别为混凝土、钢筋屈服强度；σc、σs 分别

为混凝土、钢筋容许应力；Ec、Es 分别为混凝土、钢筋

弹性模量；εc、εs 分别为混凝土、钢筋应变；σc0、fs分别

为混凝土、钢筋屈服应力；εc0、εy 分别为混凝土、钢筋

屈服应变；εcu、εsu分别为混凝土、钢筋极限应变。

容许应力法理论下，计算得出的混凝土和钢筋

应力超过规范容许应力即认为截面破坏。

极限状态法理论下，当截面某点混凝土压应变

超过极限压应变（0.003 3）或钢筋应变超过极限应变

（0.01）时，此平衡状态下积分求得的截面内力即为

截面极限承载力。

1.3　截面网格划分

利用 Python 的 sectionpropertie. pre. geometry 功能

库［8⁃11］生成几何截面。使用 create_mesh 函数，根据中

和轴和截面轮廓点对截面受压区进行若干个稀疏三

角形网格划分（按最大网格面积划分原则），并读取

三角形网格顶点坐标。截面网格划分示意见图 5。

2　容许应力法公式推导

2.1　求解方程组建立

以截面换算形心为原点，建立平面直角坐标系，

假定截面应变平面方程为：

ε = ax + by + c （1）
容许应力法求解方程组如下：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Nc + Ns - N = 0
Mxc + Mxs - Mx = 0
Myc + Mys - My = 0

（2）

式中：Nc、Mxc、Myc 分别为受压混凝土产生的轴力、绕

x轴弯矩、绕 y轴弯矩；Ns、Mxs、Mys 分别为钢筋产生的

轴力、绕 x轴弯矩、绕 y轴弯矩；N、Mx、My分别为外荷

载产生的轴力、绕 x轴弯矩、绕 y轴弯矩。

2.2　受压混凝土内力积分

求解公式（2）的关键在于求解受压区混凝土产

生的内力Nc、Mxc、Myc。

受压区混凝土内力公式如下：
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图 1　容许应力法混凝土本构
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图 2　极限状态法混凝土本构
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图 3　容许应力法钢筋本构
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图 4　极限状态法钢筋本构
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图 5　截面网格划分示意图
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ì

í

î

ï

ï
ïïï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

Nc = ∬
D

σcdxdy = ∬
D

Ecεcdxdy
Mcx = ∬

D

σc ⋅ ydxdy = ∬
D

Ecεc·ydxdy
Mcy = ∬

D

σc ⋅ xdxdy = ∬
D

Ecεc·xdxdy
（3）

将应变方程 εc = ax + by + c代入公式（3），并将

受压区域D分解为若干三角形区域 S1~Sn，则式（3）可

写成式（4）的形式：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

Nc = Ec∑
i = 1

n ∬
Si

(ax + by + c)dxdy

Mcx = Ec∑
i = 1

n ∬
Si

(ax + by + c) ⋅ ydxdy
Mcy = Ec∑

i = 1

n ∬
Si

(ax + by + c) ⋅ xdxdy
（4）

根据格林公式［12］，可将曲面积分转换为沿面轮

廓的曲线积分。单个三角形网格的各边长分别为

l1、l2、l3，各边与 x轴所成夹角分别为 θ1、θ2、θ3，利用参

数方程和格林公式，可求得单个三角形网格的混凝

土内力，见式（5）：

Ncj = Ec∑
i = 1

3 ∫
0

li
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2 ax2 sin θi - 1
2 by2 + cx sin θi dt

Mcxj = Ec∑
i = 1

3 ∫
0

li
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

2 ax2y sin θi + by2x sin θi - 1
2 cy2 cos θi dt

Mcyj = Ec∑
i = 1

3 ∫
0

li
é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

3 ax3 sin θi + 1
2 byx2 sin θi + 1

2 cx2 sin θi dt
（5）

式 中 ：x = xi + cos θit，y = yi + sin θit。 将 其 代 入 式

（5）求定积分，可得第 j个三角形混凝土受压区内力，

则 S1~Sn所有受压区混凝土内力为：

Nc = ∑
j = 1

n

Ncj；Mcx = ∑
j = 1

n

Mcxj；Mcy = ∑
j = 1

n

Mcyj （6）
2.3　钢筋内力积分

第 i点钢筋坐标为 xgi、ygi，钢筋面积为 Agi，钢筋应

变为 εs = axgi + bygi + c，则 n根钢筋总内力可按式

（7）求得：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

Ns = Es∑
i = 1

n (axgi + bygi + c)Agi
Msx = Es∑

i = 1

n (axgi + bygi + c)Agi ygi
Msy = Es∑

i = 1

n (axgi + bygi + c)Agi xgi
（7）

将式（6）、式（7）代入式（2），即可建立以中和轴

a、b、c为变量的三元一次线性方程组。

3　极限状态法公式推导

将截面所受的Mx、My 弯矩合成为Mb，以合成弯

矩Mb主轴方向建立 x轴，垂直主轴方向建立 y轴。当

截面混凝土最大压应变达到极限压应变（0.003 3）或

钢筋应变达到极限应变（0.01）时，由此时的截面平

衡状态求得的主轴弯矩即为截面承载力。基于轴力

平衡、次轴弯矩为零、混凝土或钢筋达到极限应变所

建立的求解方程为：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

Nc + Ns - N = 0
Myc + Mys = 0
max [ ](εc max - εcu )，(εs max - εsu ) = 0

（8）

式（8）中：εc max 为截面各轮廓点最大压应变；εs max 为

钢筋最大应变；εcu、εsu 分别为混凝土极限压应变和

钢筋极限应变。

与 2.2 节相同，以中和轴 a、b、c为变量，采用非线

性混凝土应力应变关系，结合格林公式和参数方程，

可求得受压区混凝土内力 Nc 和Myc。与 2.3 节相同，

可求得钢筋内力 Ns 和 Mys。基于应变平面方程 ε =
ax + by + c，遍历受压区混凝土截面轮廓点和钢筋

点 ，可 得 混 凝 土 最 大 压 应 变 εc max 和 钢 筋 最 大

应变 εs max。

4　方程求解

利用 Python 中的 scipy.optimize（数值优化库）中

的 root 模块求解非线性方程组。scipy.optimize.root 的
主要参数包括目标函数、初始猜测值、求解方法。

本文以 f = f1 2 + f2 2 + f3 2 = 0 作为目标函数，采用

“hybr”作为求解方法，求解中和轴变量 a、b、c。其

中，f1、f2、f3 分别为公式（2）或公式（8）平衡方程组

左项。

解出应变中和轴方程后，采用以下方法求解截

面应力或截面承载力：

（1）容许应力法，根据材料本构关系即可求得截

面任意一点应力。

（2）极限状态法，将材料极限应变下的应变中和

轴参数代入 2.2 节式（3）至式（5）、2.3 节式（7），即可

求出极限状态下截面主轴弯矩（即截面承载力）。

程序流程框图见图 6。
5　结果验证

为验证本文计算方法的正确性，同时采用商业
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软件桥梁博士 5.0 进行了容许应力法、极限状态法的

计算。

以箱型截面为例，混凝土标号 C50，钢筋型号

HRB400。截面宽 2.0 m，高 3.0 m，上下壁厚 0.4 m，左

右壁厚 0.3 m，箱室内倒角为 0.2 m×0.2 m。截面上下

缘布置双根 1 束直径 25 mm 钢筋，侧面布置单根 1 束

直径 25 mm 钢筋，钢筋重心高度均为 50 mm，钢筋间

距均为 100 mm。

计算截面示意图见图 7。

5.1　容许应力法验证

截面外荷载：轴压力 N=5 000 kN，主轴弯矩Mx=
15 000 kN·m，次轴弯矩 My=5 000 kN·m。容许应力

法截面应力计算结果见表 1。

5.2　极限状态法验证

截面外荷载：轴压力N=10 000 kN，主轴弯矩Mx=

5 000 kN·m，次轴弯矩My=2 000 kN·m；按《公路钢筋

混凝土及预应力混凝土桥涵设计规范》（JTG 3362—
2018），取混凝土强度设计值 22.4 MPa，钢筋强度设

计值 330 MPa。极限状态法截面承载力计算结果

见表 2。

6　结 语

（1）基于 Python 框架 sectionpropertie 库，可对任意

截面进行三角形网格（稀疏）划分，解决任意截面的

网格划分问题。

（2）针对线性本构（容许应力法）或非线性本构

（极限状态法），结合划分的三角形网格坐标及格林

公式，可积分计算出截面内力。提高了计算速度和

精度。

（3）分别建立容许应力法、极限状态法下的目标

函数，使用 Python 中的 scipy.optimize 库求解应变中和

轴参数，其计算速度快，求解精度高，解决了非线性

方程组的求解难题。

（4）依托本文计算方法编制的 Python 程序，经大

量算例验证，证明了本文方法及程序计算的可靠性，

目前已应用于多座铁路、公路桥梁工程设计中。
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图 6　程序流程框图
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图 7　计算截面示意图

表 1　容许应力法计算结果对比             单位：MPa

项目

混凝土最大压应力

钢筋最大拉应力

桥梁博士 5.0
14.13

173.80

本文计算方法

14.13
173.81

差异/%
0
0

表 2　极限状态法计算结果对比              单位：kN·m

项目

主轴弯矩承载力

次轴弯矩承载力

桥梁博士 5.0
29 195.7
11 686.9

本文计算方法

29 097.3
11 638.9

差异/%
-0.33
-0.41
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