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一种集中塑性铰模型算法研究及实现
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摘 要： 集中塑性铰模型常用来模拟梁柱单元的非线性，但具有多种实现算法。基于有限单元柔度法提出的

集中塑性铰单元模型是在无刚体位移系统下，根据弹性梁单元处和塑性铰处截面与变形的关系，通过理论及

算法的推导，并在基于面向对象的有限元程序求解框架中加以实现的。为验证该单元模型的准确性和可靠

性，采用此模型对典型案例进行了非线性分析，并分别将分析结果、商用软件 SAP2000 和 MIDAS 模拟值与理论

值进行了横向位移和转角的对比。结果表明，该单元模型建模方便、算法简单，易于集成到有限元分析程序

中，能够与普通梁单元共同组成构件，可用来分析桥墩、框架梁柱等的非线性问题。
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Research and Implementation of a Lumped Plastic Hinge Model 
Algorithm
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Abstract: The lumped plastic hinge model is often used to simulate the nonlinearity of beam-columns elements, but 

there are many realization algorithms for it.  The lumped plastic hinge element model proposed based on the finite 

element flexibility method is in a system without rigid body displacement.  The theory and algorithm are derived 

according to the relation between the section and the deformation at the elastic beam element and the plastic hinge, and 

are implemented in the framework of object-oriented finite element program solution.  To verify the accuracy and 

reliability of this element model, a nonlinear analysis of typical cases is conducted using this model.  And the analysis 

results, the simulated values of commercial software SAP2000 and MIDAS are compared with the theoretical values for 

lateral displacement and rotation angle respectively.  The result shows that this element model is convenient to model 

and has a simple algorithm, which is easy to integrate into the finite element analysis program and can be used together 

with ordinary beam elements to form components, and can be used to analyze the nonlinear problems of bridge piers, 

frame beams and columns.
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0　引 言

历次地震灾害表明，工程结构会进入非线性甚

至倒塌。为了研究这一行为，数值模拟中常用塑性

铰单元来模拟梁杆单元的非线性，而该单元又可分

为集中塑性铰模型和分布塑性铰模型［1］。

Clough 双组件模型［2］和 Giberson 单组件模型［3］是

最早的塑性铰模型。其后 Powell 等［4］将塑性铰模型

推广到了单元端部的轴力-弯矩相互作用。Filippou
等［5］则介绍了由一个弹性梁单元与一个两端通过塑

性铰连接的刚性杆串联组成的集中塑性铰子单元模

型，以及由一个刚性杆两端分别连接一个有长度的

塑性铰区组成的子单元与一个弹性梁单元串联形成

的分布塑性铰子单元模型。基于位移和基于力的纤

维模型单元理论分别由 Mari 等［6］和 Mahasuveradcha
等［7］提出，在此基础上，Spacone［8］又提出了混合法，

至此塑性铰模型基本发展成熟。塑性铰模型在有限

元软件中的实现情况为：开源软件例如 OpenSees［9］

中开发了 3 种基于位移法或力法的塑性铰梁柱单

元［10］，但该软件没有实现集中塑性铰模型；商业软件
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例如 SAP2000 中开发出可插入到框架单元或索、预

应力钢筋对象上的铰单元，MIDAS 中也实现了非弹

性铰，但都无法了解内部的算法。近年来对于塑性

铰模型的开发较少，大多都是对现有模型参数进行

分析、对比和修正［11⁃17］，针对不同模型在程序中的算

法实现较少提及，属于商业秘密。

本文提出了一种集中塑性铰单元模型。为了能

更便捷地对该模型进行二次开发和扩展，通过理论

及算法的推导，使其在基于面向对象的有限元程序

求解框架中得以实现。最后进行了单元模型准确性

的算例验证。

1　集中塑性铰模型理论

1.1　单元概况

模型符合几何线性小变形假定；轴力和扭矩是

弹性的，与其他内力不耦合；不考虑剪切产生的梁的

挠度；梁截面两个方向的弯曲不相互耦合；塑性变形

只集中在梁单元两端长度为零的区域，其他位置只

发生弹性变形。

集中塑性铰模型见图 1。该模型为一个普通的

弹性梁单元在距离两端的一定位置插入零长度单元

的塑性铰，使模型两端等效塑性铰长度为 Lpi、Lpj内的

塑性变形集中在零长度塑性铰 L0i、L - L0j位置；考虑

y、z方向塑性铰长度可能不同的情况，因此每端有 2
个塑性铰长度，分别为 Lpiy、Lpiz（Lpjy、Lpjz），同时也会产

生 4 个不同的塑性铰位置 L0iy、L0iz（L0jy、L0jz）。整个单

元除了 4 个铰点都是线弹性区域，总长度为L。该单

元中铰属于两方向不耦合的弯曲铰，并且在建立三

维模型时，存在构件端部两方向均产生塑性铰的情

况时，可用一个单元同时模拟两个方向的塑性铰，相

较于商用软件建模更加快捷方便。该模型一般用于

模拟在非线性情况下出现塑性铰的梁杆构件，塑性

变形集中在一个较小的区域，例如框架梁、框架柱、

横梁、桥梁墩柱等。

规定模型横向位移、剪切抗力方向与局部坐标轴方

向一致；转角位移、弯曲抗力方向符合右手螺旋定则。

1.2　截面柔度矩阵

集中塑性铰单元基于有限单元柔度法理论，在

无刚体位移状态下进行刚度矩阵的计算，计算刚度

矩阵流程见图 2。

一般空间梁单元与无刚体位移梁单元的单元节

点力及位移的转换见图 3。图中 F表示轴力或剪力；

M表示弯矩或扭矩；u表示平动位移；θ表示转动

位移。

塑性铰梁单元部分截面力与变形的关系为：

{d(x)} = [ fs (x) ]{q (x)} =
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图 3　2种形态的节点力和节点位移的转换
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图 1　集中塑性铰模型
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图 2　计算刚度矩阵流程图
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式中：{d (x)}、[ fs (x ) ]、、{ q (x) }分别为截面变形列的向

量、柔度矩阵、力的列向量；EIy、EIz、EA、GJx分别为截

面绕 y、z轴的抗弯刚度和绕 x轴的扭转刚度。

集中塑性铰处力与变形的关系是弯矩-转角刚

塑性关系，如图 4 所示。图 4 中：My为屈服弯矩；θy、

θu、θpu 分别为屈服转角、极限转角、塑性极限转角，三

者关系式见式（2）；kM、keM、kpM分别为总刚度、弹性刚

度、塑性刚度，三者关系式见式（3）。

θpu = θu - θy                                       （2）
1
kM

 = 1
keM

+ 1
kpM

                                  （3）
I 端集中塑性铰处的截面柔度矩阵［fpI ］（J 端同

理）为：

[ fpI ] =
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式中：kp
NI、kp

MxI 分别为 I 端集中塑性铰处的轴向刚度和

扭转刚度，由于此单元仅考虑弯曲方向的非线性，不

考虑轴向和扭转非线性，因此这 2 个刚度始终为 0；
kp
MyI 和 kp

MzI 是 y、z方向的弯曲刚度，其数值由塑性铰的

本构模型确定。

根据式（3）和图 4 可知，在弹性阶段，塑性刚度

为 +∞，此时 [ fpI ] = diag [ 0，0，0，0 ]，退化为弹性梁

单元。

1.3　单元刚度矩阵

根据虚功原理、截面与节点的传递矩阵 [T (x ) ]
（（见式（5））、文献［18］中高斯积分方法，得到无刚体

位移状态下单元柔度矩阵 [ f ]（见式（6）），求逆即得

单元柔度矩阵[k ]；根据局部坐标系与无刚体位移状态

下的转换关系，以及局部与整体坐标系的转换关系，即

可得到单元整体坐标系中的单元刚度矩阵[K ]
e
。
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[ f ] = [T (0) ] T[ f es ][T (0) ]∙1
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4 L +

[T (L0i ) ] T[ fpi ][T (L0i ) ] + [T (L -
L0j) ] T

[ fpj ][T (L - L0j ) ]
2　集中塑性铰模型算法

图 5 是集中塑性铰单元模型的算法流程图。由

图 5 可知，对于整个有限元程序来说，该单元模型需

要完成的计算主要有 3 项：形成单元刚度矩阵、计算

单元外荷载、根据单元节点变形计算单元抗力。其

中计算单元外荷载时，根据单元外荷载信息，将单元

力转化为单元节点力［19］；对于刚度矩阵和抗力的计

算，下文有详细说明。

2.1　单元刚度矩阵

根据单元材料的当前状态，确定材料（或截面）

的切线刚度（或割线刚度等），然后通过积分确定单

元的刚度矩阵。此过程需要单元模块和材料模型协

调完成，由于每步的单元状态在不断变化，需要借助

非线性标签完成此工作。通过非线性标识更新刚度

矩阵的流程见图 6。
2.2　单元抗力

2.2.1　轴向、扭转抗力求解

由于该模型是不同方向具有弯曲铰的集中塑性

铰模型，根据前面的假定，轴向抗力和扭转抗力{F}'
e
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图 4　弯矩-转角的刚塑性关系
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图 5　集中塑性铰单元模型的算法流程图

（6）
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可单独按照弹性计算：

{F}'e=[ k]'e·U （7）
式中：[k ]'

e
是局部坐标系下刚度矩阵对应的轴向和

扭转刚度部分；U是局部坐标系下位移全量列向量

对应的轴向和扭转位移。

2.2.2　弯曲抗力求解

抗力作为求解的中间步骤，其算法实现一般很

少被提及。本文研究的弯曲抗力求解方法，仅通过

几何关系和变形协调条件，用二元一次方程组的形

式即可进行弯曲抗力的求解，方法简单易行。

弯曲抗力的求解是通过曲率得到的，而曲率可

通过杆端位移计算得出。在该面向对象的有限元

程序求解框架中，弯曲抗力求解流程不仅只通过单

元模块就可以实现，和刚度矩阵一样，也存在单元

模块与材料模块之间的数据调用来达到求解弯曲

抗力的目的。图 7 是单元模块与材料模块数据传递

流程。

由图 7 可知，求解弯曲抗力的核心是杆端曲率的

求解，这部分算法是在单元中单独完成的。采用变

形协调条件和几何关系，塑性铰单元结合第 i步的状

态，根据第 i+1 步的位移增量 dui + 1，求出单元在第 i+
1 步的状态，进而求出单元第 i+1 步的弯曲抗力。

由于采用变形协调条件求解，即将 I 端或者 J 端
曲率增量分成弹性部分和塑性部分，单元的曲率增

量存在 4 种可能：I 端弹性，J 端弹性；I 端弹性，J 端塑

性；J 端塑性，I 端弹性；I 端塑性，J 端塑性。在某端增

量是塑性的时候，里面肯定会存在着弹性部分，因

此，首先需要找到在塑性增量状态下，弹性增量和塑

性增量的比例关系，如图 8 所示。

由图 8 可知，弹性曲率增量 dφej 和塑性曲率增量

dφpj 的比值可用下式表示：

dφej
dφpj

= cot θ2cot θ1 - cot θ2
= kM
keM - kM

（8）

找到两者关系后，为方便计算，可进行自由度的

缩减，将两端位移增量集中在 J 端。杆两端第 i+1 步

位移增量为：du iy，du iz，dθ iy，dθ iz， du jy，du jz，dθ jy，dθ jz。
以 x-z平面为例（见图 9，x-y平面同理），y、z方向

自由度缩减后的位移增量为：

dθ'jy = dθ jy - dθ iydu'jz = du jz - du iz - L·dθ iy
（z方向位移增量） （9）

dθ'jz = dθ jz - dθ izdu'jy = du jy - du iy - L·dθ iz
（y方向位移增量）

假定弹性曲率沿单元线性分布；塑性铰长度范

围内，塑性曲率相同。弹性曲率、塑性曲率与位移之

间的关系见图 10。
横向位移、转角、曲率的方向如上文，根据变形

协调条件，弹性状态下曲率与位移的关系满足

式（10）：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

∫0

L ( x - L
L dφ ie + x

L dφ je )dx = dθ'j
∫0

L ( x - L
L dφ ie + x

L dφ je ) (L - x)dx = -du'j
（10）

式（10）用函数表达的形式为：
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图 7　单元模块与材料模块数据传递流程
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ì
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î
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θe (φ ie，φ je，L ) = - L2 (φ ie - φ je )
ue (φ ie，φ je，L ) = L2

6 (2φ ie - φ je )
（11）

塑性状态下曲率与位移的关系满足式（12）：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

dφ jpL jp - dφ ipL ip = dθ'j
∫0

Lip dφ ip (L - x)dx - ∫L - Ljp

L dφ jp (L - x)dx = du'j（12）

式（12）用函数表达的形式为：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

θp (φ ip，φ jp，L ip，L jp，L ) = φ jpL jp - φ ipL ip

up (φ ip，φ jp，L ip，L jp，L ) = φ ip (L - L ip2 )L ip - φ jp
L jp 2

2
（13）

因篇幅有限，现仅对 z方向 I 端弹性、J 端塑性的

情况进行阐述。假设在 I 端曲率增量是弹性 dφ iez；J
端曲率增量是弹性和塑性，由式（8）可知，J 端弹性曲

率增量为
kMzJ

keMzJ - kMzJ
dφ jpz，塑性曲率增量为 dφ jpz。通过

变形协调条件可得出式（14）的二元一次方程组。

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

dφ ieθe (1，0，L ) + kMzJ
keMzJ - kMzJ

dφ jpzθe (0，1，L ) + dφ jpθp (0，1，L ip，L jp，L ) = dθ'j
dφ ieue (1，0，L ) + kMzJ

keMzJ - kMzJ
dφ jpzue (0，1，L ) + dφ jpup (0，1，Lip，L jp，L ) = du'j

（14）

求解式（14），即可计算出 I 端弹性曲率增量

dφ iez、J 端的塑性曲率增量 dφ jpz；再分别加上上一步的

曲率 φ iz、φ jz，然后通过下面方法进行判断：若判断的

结果位于 c1c3 或 c1c2 上，即符合假设，φ iz + dφ iez，

φ jz + kMzJ
keMzJ - kMzJ

dφ jpz + dφ jpz 是 I 端和 J 端曲率，否则假

设不成立，继续另外 3 种假设。判断方法如下：

以随动强化材料为例，判断变形处于弹性还是

弹塑性状态（见图 11）。表 1 对 c、c1c3、c1c2 化简后

的表达式及其值所在直线进行了说明。

当 c1c3<c 时，此时的曲率大于屈服曲率，位于

c1c3 线上，代表进入弹塑性状态；当 c1c3≥c 时，此时

的应变有 2 种可能情况，需要将 c 与 c1c2 进行对比：

若 c>c1c2，则计算的曲率在［-屈服曲率，屈服曲率］

之间，即位于 c 线上，代表尚处于弹性状态；若 c<
c1c2，则计算的曲率小于负的屈服曲率，即位于 c1c2
线上，代表进入弹塑性状态。

在得到 4 个杆端曲率后（见图 7），即可根据第 i+
1 步的位移增量 dui + 1 求出单元在第 i+1 步的状态，进

而求出单元第 i+1 步的弯曲抗力。

2.2.3　剪切抗力求解

在无刚体位移状态下，维度仅为 6 的刚度矩阵是

不存在剪切方向的，剪切刚度受弯矩影响，与弯曲抗

力存在一定关系。弯曲刚度的非线性，导致剪切刚

度也一直在变化，无法通过刚度矩阵乘上位移求解

剪切抗力。此时需要找出弯曲抗力与剪切抗力的关

系，二者关系式为：

(M iz + M jz )
L = Q iy， -(M iz + M jz )

L = Q jy

-(M iy + M jy )
L = Q iz，

(M iy + M jy )
L = Q jz

3　实例分析与对比

3.1　模型建立

采用本文求解框架、有限元分析软件 SAP2000
和 MIDAS，分别建立一个悬臂梁构件（见图 12）。该

构件的弹性模量 E=1 000 kN/m2，泊松比 ν=0.3，截面

积 A=16.696 m2，惯性矩 Iz=92.89 m4，长度为 24 m。在

本文求解框架中，该模型由 5 个单元组成，其中除 1
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图 10　弹性曲率和塑性曲率与位移之间的关系
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图 11　随动强化滞回曲线模型

表 1　随动强化滞回曲线模型说明

参数

c

c1c3（c1+c3）

c1c2（c1-c2）

化简后表达式

上一步弯曲抗力+初始刚度×当
前步曲率

折减系数×（初始刚度×当前步曲
率-屈服弯矩）+屈服弯矩

折减系数×（初始刚度×当前步曲
率+屈服弯矩）-屈服弯矩

所在直线

O-A、B-C、D-E

A-B、E-A

C-D

（16）
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号单元为单向集中塑性铰单元，其余单元分别采用

弹性梁单元，其中 0 号单元长度定义为 0.000 1 m，目

的是为了使集中塑性铰单元的两节点均存在自由

度，0 号单元长度可忽略不计；在 SAP2000 和 MIDAS
分析模型中，均用 4 个弹性梁柱单元在 1 号单元两端

插入非弹性铰来模拟，非弹性铰属性采用双折线滞

回模型。

3.2　模型验证

为验证本文集中塑性铰单元模型的准确性和适

用性，分别进行静力非线性和动力非线性模拟分析。

在悬臂梁距离支座 6 m 处施加一个向下的集中荷载

进行静力非线性验证，荷载大小为 200 kN。将 3 种

软件所得 5 节点的位移分别与理论值（悬臂梁受集

中力的端部位移、转角见材料力学公式）对比，对比

结果见图 13。
由图 13 可知，3 种有限元分析软件对 5 节点横向

位移和转角的模拟值与理论值比较结果为：集中塑

性铰单元模型的横向位移最大误差为 1.71%，转角为

1.78%；SAP2000 分析模型的横向位移最大误差为

3.32%，转角为 3.08%；MIDAS 分析模型的横向位移最

大误差为 0.68%，转角为 0.60%。本文的集中塑性铰

单元模型求解误差位于 2 款商用软件之间，说明其

能较为准确地模拟静力非线性。MIDAS 分析模型的

模拟值与理论值最为接近，SAP2000 分析模型则误

差较大。经过分析，推测 SAP2000 分析模型的模拟

值误差较大的原因是其在抗力计算的算法中，只考

虑了塑性铰的位置，没有考虑塑性铰长度，而塑性铰

处的转角需要在铰长方向积分得到才更为准确。

在悬臂梁距离支座6 m处施加一个向下的1 000 kN
冲击荷载进行动力非线性验证，荷载作用见图 14，时
间间隔为 0.1 s，分别在本程序框架和 SAP2000 分析

模型中提取 5 节点的位移，对比结果见图 15。由图

15 可见，本文集中塑性铰单元模型的横向位移与

SAP2000 分析模型模拟值的最大误差为 4.29%，转角

为 5.23%，整体位移则基本吻合，验证了本单元模型

的准确性。误差产生的原因是在加载进入非线性的

过程中，因本模型计算抗力算法的差异，与 SAP2000
分析模型模拟值有不足 1% 的误差，但随着卸载的进

行，位移将逐渐减小，从而导致误差的占比逐渐扩

大。这一点与静力非线性模拟分析时一致。

4　结 语

（1）可用一个单元建立两端、两个方向的弯曲

铰，当构件两端两方向均产生塑性铰的工况下，相较

于商用软件，该单元建模更方便快捷。

（2）单元模型算法简单易实现，曲率求解仅需通

过几何关系和变形协调条件，建立二元一次方程组

即可实现，编程简单，易于集成到有限元程序中。

（3）本单元基于面向对象的有限元程序求解框

架实现，接口封装性强、添加单元不用修改核心代

码，在实现时单元内部函数相互独立，互不耦合，更

利于二次开发者代码的编写和参数的修正。

（4）本文的塑性铰单元模型不能考虑剪切变形，

轴力和扭矩是弹性的，2 个弯矩方向不耦合。

� � � � �
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图 12　有限元模型示意图
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图 13　静力非线性 5节点位移
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图 14　荷载历程图
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图 15　动力非线性 5节点位移
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